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Abstract—Nous présentons deux variantes du problème du
sac-à-dos stochastique statique. Le premier est un problème
combinatoire sans contrainte connu sous le nom problème du
sac-à-dos avec recours simple. La deuxième variante contient
des contraintes stochastiques. Nous proposons trois méthodes
différentes pour la résolution des problèmes relaxés correspon-
dants : une pour le problème avec recours simple et deux pour
le problème avec contrainte stochastique. Deux de ces méthodes
demandent l’estimation du gradient d’une fonction indicatrice en
espérence; nous présentons deux façons de procéder. Des résultats
numériques sont données pour la résolution des problèmes
relaxés et combinatoires.

I. INTRODUCTION

Le problème du sac-à-dos consiste à choisir un sous-

ensemble d’objets qui maximise une fonction objectif. Plus

précisément, nous supposons que chaque objet a un bénéfice

ou bénéfice par unité de poids ainsi qu’un poids spécifique

et notre but est de maximiser le bénéfice total en respectant

une contrainte de capacité. Parmi les multiples applications

possibles, on trouve des problèmes de transport, de finance ou

la conception d’emploi du temps (”scheduling”).

Dans le cas du problème déterministe, tous les paramètres

(poids, bénéfices, capacité) sont connus. Cependant, beaucoup

de problèmes réels présentent la difficulté que leurs paramètres

ne sont pas déterminés a priori. Ces valeurs peuvent être

modelisées par des variables aléatoires continues ou discrètes

et le problème est transformé en problème d’optimisation

stochastique. Comme le problème déterministe, le problème

du sac-à-dos stochastique est au moins NP-difficile (voir [1]).

Dans cet article, nous considérons que les poids des objets

suivent une loi normale dont la moyenne et l’écart-type sont

connus. La capacité et le bénéfice par unité de poids des objets

restent déterminés. On peut imaginer comme application une

entreprise de logisique qui connait ses capacités de transport

mais qui n’a que des informations approximatives (fourni par

les clients) sur la taille des objets à transporter. Une autre

application serait l’ordonnancement : Il y a un ensemble de

tâches possibles à traiter et chacune de ces tâches rapporte un

gain spécifique. Le temps d’exécution de chaque tâche n’est

pas connu à l’avance, alors que la période du fonctionnement

de la machine est fixée.

Nous présentons deux variantes du problème du sac-à-dos

stochastique statique. Le premier est un problème combina-

toire sans contrainte connu sous le nom problème du sac-à-

dos avec recours simple. La deuxième variante contient des

contraintes stochastiques.

Dans la section II, nous présentons les problèmes originaux,

i.e. combinatoires. Cependant, dans cet article nous résolvons

les relaxations de ces problèmes. Les résultats de cet article

peuvent néanmoins servir à la résolution des problèmes combi-

natoires car les relaxations fournissent des bornes supérieures.

Ces bornes peuvent par exemple être utilisées dans un algo-

rithme du type ”branch-and-bound” (voir e.g. [2] et [3]).

Dans la section III les problèmes continus sont, entre autres,

résolus par des algorithmes du type gradient stochastique.

Ceci nécessite le calcul (resp. l’estimation) du gradient des

fonctions en espérance contenant une fonction indicatrice.

Dans la section III-A nous présentons deux façons possibles

de procéder (cf. [3]).

Les méthodes présentées dans cet article sont plus ou

moins connues des spécialistes de l’optimisation stochastique

continue. Par contre, d’après notre connaissance, c’est la

première fois qu’elles sont utilisées pour résoudre un problème

stochastic combinatoire, particulièrement pour le problème

du sac-à-dos stochastique. Dans la section IV, nous allons

présenter quelques résultats obtenus.

II. FORMULATIONS MATHÉMATIQUES

Nous considérons un problème du sac-à-dos statique sous la

forme suivante : Nous avons n objets, chaque objet ayant un

poids qui est inconnu au moment où la décision du choix des

objets doit être prise. En conséquence, les poids sont modelisés

comme variables aléatoires et nous considérons qu’ils suivent

une loi normale. Plus précisément, nous associons à l’objet

i la variable aléatoire distribuée normalement χi avec une

moyenne µi et un écart-type σi. Par χ nous notons le vecteur

n-dimensionel correspondant. Le bénéfice par unité de poids

ri > 0 de l’objet i et la capacité c du sac-à-dos sont supposés

déterministes. L’objectif est de maximiser le bénéfice total

E[
∑n

i=1 riχixi] en respectant ”le mieux possible” la capacité.

Nous considérons deux variantes du problème du sac-à-dos

statique, la deuxième ayant deux formulations équivalentes :

1) Problème du sac-à-dos avec recours simple (SRKP )

max
x∈{0,1}n

E[

n∑

i=1

riχixi]− d · E[[g(x, χ)− c]+] (1)

2) Problème du sac-à-dos avec contrainte (CKP )
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a) Problème du sac-à-dos avec contrainte en proba-

bilité (CCKP )

max
x∈{0,1}n

E[

n∑

i=1

riχixi] (2)

s.c. P{g(x, χ) ≤ c} ≥ p (3)

b) Problème du sac-à-dos avec contrainte en

espérance mathématique (ECKP )

max
x∈{0,1}n

E[

n∑

i=1

riχixi] (4)

s.c. E[1R+(c− g(x, χ))] ≥ p (5)

Ici P{A} est la probabilité que l’événement A se produit.

E[·] note l’espérance mathématique et 1R+ la fonction in-

dicatrice de l’intervalle réel non-négatif. En plus, g(x, χ) :=∑n
i=1 χixi, [x]

+ := max(0, x) = x·1R+(x) (x ∈ R), d ∈ R
+

et p ∈ (0.5, 1] .

Ces deux approches se distinguent par l’interprétation de

la violation de la capacité du sac-à-dos : Dans le cas du

SRKP , pour toute unité de surcharge une pénalité d doit être

payée. Le bon choix du paramètre d permet de contrôler la

surcharge attendue. Par contre, le choix du paramètre p dans

les contraintes équivalentes (3) et (5) du CKP restreint le

pourcentage des cas où la capacité est excédée.

Par la suite, nous notons vecteur de solution tous les x ∈
R

n tel que x = argmaxx∈Xad
J(x, χ) où J est la fonction

objectif d’un des problèmes présentés ci-dessus et Xad ⊆ R
n

est l’ensemble admissible.

Dans tout l’article, nous appelons f (resp. F ) la fonction de

densité (resp. de répartition) de la distribution normale avec

moyenne 0 et écart-type 1.

III. MÉTHODES DE RÉSOLUTION

Dans cette section nous présentons trois méthodes de

résolution pour les relaxations continues des problèmes

présentés, une pour chacune des trois variantes.

A. Le problème du sac-à-dos avec recours simple

Dans cette formulation du problème du sac-à-dos stochas-

tique, la contrainte de capacité fait partie de la fonction

objectif. Ceci est réalisé en introduisant une fonction de

pénalité [·]+ ainsi qu’un facteur de pénalité d > 0. d peut

être interprété comme une pénalité par unité de surcharge.

Il n’est pas difficile de démontrer que le problème (1) est

concave. Ceci nous permet de le résoudre en utilisant un

algorithme du type gradient stochastique. Un algorithme du

type gradient stochastique est une combinaison de la méthode

de Monte-Carlo et de la méthode du gradient bien connue en

optimisation continue. Au lieu de travailler directement avec

le gradient de la fonction objectif, l’espérance mathématique

dans cette fonction est approximée par des tirages au sort de

la variable aléatoire à chaque itération. Plus précisement, si la

fonction objectif s’écrit J(x, χ) = E[j(x, χ)], nous utilisons

à l’itération k le gradient ∇xj(x, χk) où χk est obtenu par un

Algorithme du gradient stochastique

• Choisir x0 dans Xad = [0, 1]n

• A l’itération k + 1, tirer χk = (χk
1 , ..., χk

n) suivant la loi

normale de χ
• Mettre à jour xk :

xk+1 = xk + ǫkrk

où rk = ∇j(xk, χk) et (ǫk)k∈N est une σ-suite

• Pour tous les i = 1, ..., n : Si xk+1
i > 1 poser xk+1

i = 1
et si xk+1

i < 0 poser xk+1
i = 0

Algorithme III.1: Fonction à maximiser : E[j(x, χ)]

tirage au sort. Comme, dans le cas des problèmes traités dans

cet article, nous avons

∇xE[j(x)] = E[∇xj(x)]

il exist une autre possibilité de procéder : D’abord, nous

estimons le gradient∇xE[j(x)]. Ceci nous donne une fonction

en espérance E[̃j(x, χ)] tel que E[̃j(x, χ)] = E[∇xj(x, χ)]
pour tous les x ∈ R

n, mais généralement j̃(·) 6= ∇xj(·).
Malgré tout, il est théorétiquement possible d’utiliser j̃ au lieu

de ∇xj dans l’algorithme.

Nous allons procéder d’une telle manière dans le cas de la

méthode Intégration par parties. Cependant, le remplacement

de ∇xj n’est généralement admissible que pour un grand

nombre d’itérations et peut provoquer des fluctuations au début

de l’algorithme (voir IV).

Dans le cas de SRKP , nous avons j(x, χ) =
∑

i riχixi−
d · [g(x, χ) − c]+. Il est certain que ni j, ni E[j(x)] ne sont

différentiables. Nous présentons dans la suite deux méthodes

qui servent à estimer ces gradients.

1) Intégration par parties: Dans sa thèse [4], Andrieu

présente un théorème (Théorème 5.5) de Andrieu, Cohen et

Vázquez-Abad qui nous a servi comme inspiration pour la

proposition suivante. Le théorème original sera cité dans la

section III-B2.

Proposition 1: Soit χi (i = 1, . . . , n) une variable aléatoire

distribuée normalement et indépendamment avec une moyenne

µi, un écart-type σi et une fonction de densité ϕi. Soit Γ :
(R∗)

n
× R

n → R définie comme Γ(x, χ) := E[[ϑ(x, χ))]+]
avec ϑ(x, χ) :=

∑n
i=1 χixi − c et c ≥ 0. En utilisant

l’intégration par parties, nous obtenons pour un k ∈ {1, ..., n}
arbitraire

∇xΓ(x, χ) = E

[
2 · [ϑ(x, χ))]+χ

ck

xk
− 1R+(ϑ(x, χ))χ

−[ϑ(x, χ))]+ϑ(x, χ)
ck

x2
k

νk

]

où ck := (χk−µk)
σ2

k

et νk ∈ R
n tel que νk

k = 1 et νk
i = 0

pour tous les i 6= k.
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Démonstration: Nous avons

Γ(x, χ) =

∞∫

−∞

1R+(ϑ(x, χ))ϑ(x, χ)ϕ(χ) dχ

avec ϕ(χ) :=
∏n

i=1 ϕi(χi).
Définissons (pour un k ∈ {1, . . . , n} arbitraire)

u′χk
(x, χ) := 1R+(ϑ(x, χ))ϑ′χk

(x, χ) et

v(x, χ) :=
ϑ(x, χ)ϕ(χ)

ϑ′χk
(x, χ)

Il s’en suit

Γ(x, χ) =

∞∫

−∞

u′χk
(x, χ)v(x, χ) dχ

Soit YR+(·) une primitive de 1R+(·). Intégration par parties

par rapport à χk donne

Γ(x, χ) =
[
u(x, χ)v(x, χ)

]∞
−∞

−

∞∫

−∞

u(x, χ)v′χk
(x, χ) dχ

= −

∞∫

−∞

YR+(ϑ(x, χ))v′χk
(x, χ) dχ

En utilisant

ϕ′χk
(χ) = −

(χk − µk)

σ2
k

ϕ(χ) =: −ckϕ(χ)

nous avons

v′χk
(x, χ) =

(
1−

ckϑ(x, χ)

xk

)
ϕ(χ)

et, par conséquent,

Γ(x, χ) = −

∞∫

−∞

YR+(ϑ(x, χ))

(
1−

ckϑ(x, χ)

xk

)
ϕ(χ) dχ

= E[YR+(ϑ(x, χ))

(
ckϑ(x, χ)

xk
− 1

)
]

Nous allons maintenant calculer le gradient de Γ par rapport

à x :

∇xΓ(x, χ) = E

[
1R+(ϑ(x, χ))χ

(
ckϑ(x, χ)

xk
− 1

)

+YR+(ϑ(x, χ))ck(
χ

xk
−

ϑ(x, χ)νk

x2
k

)

]

Nous pouvons choisir YR+(x) = 1R+(x) · x = [x]+ ce qui

nous mène à

∇xΓ(x, χ) = E

[
2 · [ϑ(x, χ))]+χ

ck

xk
− 1R+(ϑ(x, χ))χ

−[ϑ(x, χ))]+ϑ(x, χ)
ck

x2
k

νk

]

�

Il s’en suit pour notre fonction objectif J(x, χ) =
E[

∑n
i=1 riχixi]− d · E[[g(x, χ)− c]+] :

∇xJ(x, χ) =

E







r0x0

·
·

rnxn





− d · E

[
2 · [ϑ(x, χ))]+χ

ck

xk

−1R+(ϑ(x, χ))χ− [ϑ(x, χ))]+ϑ(x, χ)
ck

x2
k

νk

]

2) Approximation par convolution: L’idée de base de cette

méthode est d’approximer la fonction indicatrice 1R+ par son

produit de convolution avec une fonction ht(x) :=
1
t h

(
x
t

)

qui approxime la fonction de Dirac quand le paramètre t tend

vers zéro (plus de détails sur cette méthode se trouvent dans les

articles [5] et [6]). Le produit de convolution de deux fonctions

est défini comme :

(ρ ∗ h)(x) :=

∞∫

−∞

ρ(y)h(x− y) dy

Soit h une fonction paire, continue et non-négative telle

que
∞∫
−∞

h(x) dx = 1 et qui a son maximum au point

x = 0. Dans ce cas, la fonction suivante peut être vue comme

l’approximation d’une fonction réelle et localement intégrable

ρ :

ρt(x) := (ρ ∗ ht)(x) =
1

t

∞∫

−∞

ρ(y)h

(
y − x

t

)
dy

Quand ρ = 1R+ , nous avons :

ρt(x) =
1

t

∞∫

0

h

(
y − x

t

)
dy

et, par conséquent,

(ρt)
′(x) =

1

t2

∞∫

0

h′
(

y − x

t

)
dy = −

1

t
h

(
−x

t

)
= −

1

t
h
(x

t

)

Ceci nous permet d’approximer le gradient de la fonction j
par

∇(jt)x(x, χ) =rχ

− d ·

(
−
1

t
· h

(
g(x, χ)

t

)
· χ · g(x, χ)

+ 1R+(g(x, χ)) · χ

)

Il y a plusieurs choix possibles pour la fonction h. Dans [6]

les auteurs en présentent quelques unes. Pour chacune de ces

fonctions, ils calculent une valeur de référence de l’erreur

quadratique moyenne du gradient approximé obtenu. Ils con-

cluent que parmi les fonctions présentées, h := 3
4 (1−x2)11(x)

(où 11 est la fonction indicatrice de l’intervalle ]−1, 1[) est le
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meilleur choix concernant cette valeur. Suivant ce choix, nous

obtenons au final le gradient approximé de la fonction objectif

suivant :

∇(jt)x(x, χ) =




r0x0

·
·

rnxn




+ d ·

(

3

4t

(

1−

(

g(x, χ)

t

)2
)

11

(

g(x, χ)

t

)

· χ · g(x, χ)

−1R+(g(x, χ)) · χ

)

B. Le problème du sac-à-dos avec contrainte stochastique

Comme présenté dans la section II, nous considérons deux

problèmes du sac-à-dos avec contrainte, l’un ayant une con-

trainte en probabilité et l’autre une probabilité en espérance

mathématique. Comme

P{g(x, χ) ≤ c} = E[1R+(c− g(x, χ))]

ces deux formulations sont équivalentes (cf. [7]).

1) Le problème du sac-à-dos avec contrainte en probabilité:

En général, la contrainte en probabilité (3) ne définit pas

d’ensemble convexe ce qui rend la solution des problèmes

avec contrainte en probabilité souvent difficile.

Prékopa ([7]) a démontré que l’ensemble défini par la

contrainte (3) est convexe si χ suit une distribution de densité

log-concave et si g est quasi-convexe. La première condition

peut facilement être prouvée pour une distribution normale et

comme notre fonction g est linéaire, elle est aussi convexe.

Nous résoudrons le CCKP continu en le reformulant

comme un problème déterministe équivalent, plus précisément

sous la forme d’un problème conique de second ordre, appelé

ci-après SOCP ([8]). Généralement, un problème du type

SOCP a la forme suivante :

max
x∈Xad

vT x (6)

s.c. ‖Ax+ b‖ ≤ cT x+ d (7)

avec A ∈ R
n × R

n, x, v, b, c ∈ R
n et d ∈ R. Dans ce qui

suit, nous appelons une contrainte du type (7) une contrainte

SOCP.

Soit Σ la matrice de covariance du vecteur de proba-

bilité χ. Comme nous considérons p > 0.5, nous obtenons

l’équivalence suivante (voir e.g. [8]) :

P{
∑

i

χixi ≤ c)} ≥ p ⇐⇒

∑

i

χixi + F−1(p)‖Σ1/2x‖ ≤ c

Remarquons que Σ est une matrice diagonale dû au fait que

les poids sont distribués de façon normale. Il s’en suit que sa

racine Σ
1
2 est aussi diagonale ayant les écart-types σi > 0

dans sa diagonale.

Le problème (2) devient

max
x∈[0,1]n

E[
∑

i

riχixj ]

s.c. ‖Σ1/2x‖ ≤ −
1

δ

∑

i

µixi +
c

δ

avec δ := F−1(p) > 0.

La contrainte 0 ≤ xi ≤ 1 (i = 1, ..., n) du problème continu

correspondant peut être reformulée comme une contrainte

SOCP :

0 ≤ xi ≤ 1⇔ ‖Aix‖ ≤ xi ∧ ‖Aix‖ ≤ 1

avec Ai ∈ R
1×n, Ai[1, k] = 0 ∀k 6= i et Ai[1, i] = 1.

Nous obtenons le problème de type SOCP suivant :

max
x∈Rn

vT x (8)

s.c. ‖Σ1/2x‖ ≤ −
1

δ
· µ · x+

c

δ
(9)

‖Aix‖ ≤ νix i = 1, ..., n (10)

‖Aix‖ ≤ 1 i = 1, ..., n (11)

avec v := (r1µ1, . . . , rnµn) et νi ∈ R
n tel que νi

k = 1 si

k = i et νi
k = 0 sinon.

Notre but est de résoudre ce problème avec le programme

informatique libre de Boyd et al. [9]. Malheureusement, ce

programme ne sait résoudre que des problèmes avec une

solution strictement admissible comme la méthode utilisée est

une méthode de point intérieur. Ceci n’est pas le cas pour

notre problème car la contrainte (10) est toujours saturée. Pour

résoudre ce problème, nous modifions légèrement la contrainte

(10) : en ajoutant un paramètre ǫ > 0 au côté droit de

(10), x ≡ 0 (par example) devient un ”point intérieur” du

problème, i.e. une solution strictement admissible. Une telle

modification signifie que nous permettons les composantes

de x à prendre des valeurs négatives, plus précisement entre

−ǫ/2 et 0. Cependant, comme nous résolvons un problème

continu, cette modification ne change guère la solution si

seulement ǫ est choisi suffisamment petit. De plus, la solution

optimale du problème modifié est supérieure où égale à la

solution exacte, i.e. apporte aussi une borne supérieure pour

le problème combinatoire.

2) Le problème du sac-à-dos avec contrainte en espérance

mathématique:

Comme l’ensemble défini par la contrainte (5) est le même

que l’ensemble défini par la contrainte en probabilité (3), il

est aussi convexe. Ceci nous permet de résoudre l’ECKP (4)

avec un algorithme du type Arrow-Hurwicz stochastique (voir

Algorithme III.2). Un algorithme Arrow-Hurwicz stochastique

est un algorithme du type gradient stochastique pour des

problèmes contraints d’optimisation stochastique. Il utilise des

multiplicateurs Lagrangien pour intégrer les contraintes. En

utilisant une des deux méthodes présentées dans la section

III-A, nous pouvons déterminer (resp. approximer) le gradient
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Algorithme Arrow-Hurwicz stochastique

1) Choisir x0 ∈ Xad et λ0 ∈ [0,∞) ainsi que deux α-suites

(ǫk)k∈N et (ρk)k∈N
2) A l’itération k + 1, tirer χk+1 suivant sa loi normale,

calculer rk = ∇j(xk, χk+1), θk = ∇Θ(xk, χk+1) et

mettre à jour xk+1 et λk+1 comme suite :

xk+1 = xk + ǫk(rk + (θk)T λk)

λk+1 = λk − ρk(Θ(xk+1, χk+1)− p)

3) Pour tous les i = 1, ..., n : Si xk+1
i > 1 poser xk+1

i = 1
et si xk+1

i < 0 poser xk+1
i = 0

4) Pour tous les i = 1, ..., n : Si λk+1
i < 0 poser λk+1

i = 0

Algorithme III.2: Fonction à maximiser : E[j(x, χ)]; Con-

trainte : E[Θ(x, χ)] ≥ p

de la fonction de contrainte E[1R+(c−
∑

i χixi)]. Dans le cas

d’Intégration par parties, nous pouvons directement appliquer

la proposition de Andrieu, Cohen et Vázquez-Abad (voir [4],

Théorème 5.5) :

Proposition 2: Soit Γ définie comme Γ(x, χ) :=
E[1R+(γ(x, χ))], où χ ∈ R

n est un vecteur aléatoire

normalement distribué avec densité ϕ et γ : Rn × R
n → R

est une fonction C1 qui est polynomiale en au moins une

composante χk (k ∈ {1, ..., n}) du vecteur aléatoire. On

suppose que ϕ(χ) 6= 0 pour tous les χ. Notons YR+(·) une

primitive de 1R+(·). Alors, par intégration par parties, on a

Γ(x, χ) = E[YR+(γ(x, χ))Mk(x, χ)]

avec

Mk(x, χ) =
1

γ′χk
(x, χ)

∂ ln(γ′χk
(x, χ)/ϕ(χ))

∂χk

On en déduit alors que

∇xΓ(x, χ) = E

[

1R+(γ(x, χ))∇xγ(x, χ)Mk(x, χ)

+YR+(γ(x, χ))∇xMk(x, χ)
]

Remarque 1: Dans cette version du théorème nous sup-

posons une distribution normale et g doit être polynomiale

en au moins une composante du vecteur aléatoire. En général,

on peut faire des hypothèses moins fortes si seulement
[

YR+(g(x, χ))ϕ(χ)
∂g

∂χk

]∞

−∞

= 0

Dans notre cas, nous obtenons

Mk(x, χ) = −
ϕ′χk

(χ)

(−g′χk
(x, χ)) · ϕ(χ)

= −
(χk − µk)

σ2
k

1

xk

∇xMk(x, χ) =
ϕ′χk

(χ)

ϕ(χ)

∇x(−g′χk
(x, χ))

(−g′χk
(x, χ))2

=
(χk − µk)

σ2
k

1

x2
k

· νk

avec νk ∈ R
n défini tel que νk

k = 1 et νk
i = 0 si i 6= k. Il

s’en suit

∇xE[1R+(c−g(x, χ))] =

E

[

1R+(g(x, χ))
(χk − µk)

σ2
kxk

(

χ+
g(x, χ)

xk
· νk

)

]

IV. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Cette section sera divisée en deux sous-sections : Dans

la première sous-section, nous discutons les résultats des

problèmes relaxés. Les résultats de la deuxième sous-section

montrent le comportement d’un algorithme du type branch-

and-bound qui utilise les méthodes présentées dans cet article

pour estimer des bornes supérieures.

Tous les résultats présentés sont obténus sur une même

instance exemplaire de dimension n = 15. Cette instance a été

utilisée par Cohn et Barnhart ([2]) pour leur tests numériques

(dans le cas du ECKP nous avons choisi une probabilité de

p = 0.6 qui est ”équivalent” à leur facteur de pénalite). Dans

la sous-section IV-B nous allons comparer les résultats.

A. Problèmes continus

Figure 1 montre la convergence de l’algorithme gradient

stochastique quand on utilise l’Approximation par convolution

(graphe noir) où Intégration par parties (graphe gris). On

observe que l’algorithme est beaucoup moins robuste dans

le deuxième cas, particulièrement au début des itérations

(voir discussion dans la section III-A). Sur 500 itérations,

l’algorithme contenant la méthode Approximation par con-

volution trouve une solution de l’instance exemplaire de

4676.434 (moyenne sur 1000 tests), en utilisant l’Intégration

par parties la solution trouvée est de 4658.748. La différence

n’est pas très grande (0.3%). Par contre, quand on utilise

cet algorithme pour fournir des bornes supérieures dans un

algorithme branch-and-bound, on ne peut pas garantir que la

solution du problème relaxé obtenue est une borne supérieure

du problème combinatoire correspondant. Par conséquent,

il est possible qu’un sous-arbre qui contient une solution

très bonne (voire même optimale) soit coupé (voir section

IV-B). Figure 2 montre la convergence de l’algorithme Arrow-

Hurwicz quand on utilise l’Intégration par parties. Comparé

avec l’Approximation par convolution, la différence n’est pas

aussi grande que dans le cas du SRKP (4696.097 contre

4693.871). Ceci peut s’expliquer par le fait que dans le cas de

l’algorithme Arrow-Hurwicz il y a des fluctuations possibles

dans les deux sens.

Dans le cas du ECKP , les meilleurs résultats sont obtenus

par l’algorithme SOCP de Boyd et al. qui est un algo-

rithme primal-dual. Par contre, il n’est utilisable que pour

des instances jusqu’à n = 160 environ, comme pour des

plus grandes dimensions le besoin de mémoire devient trop

important (voir [3]).

B. Problèmes combinatoires

Nous avons utilisé un algorithme du type branch-and-bound

comme celui utilisé dans [2] (pour plus de détails voir [3]).
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Fig. 1. Resultats de l’algorithme gradient stochastique appliqué à une instance
SRKP : Approximation par convolution (noir) versus Intégration par parties
(gris)
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Fig. 2. Resultats de l’algorithme Arrow-Hurwicz (incl. Intégration par
parties) appliqué à une instance ECKP

Dans le cas du SRKP , les deux méthodes pour cal-

culer des bornes supérieures donnent les mêmes résultats :

l’algorithme doit calculer 100 bornes supérieures avant de

trouver l’optimum. Quand on utilise les bornes proposées

par Cohn et Barnhart ([2]), l’algorithme calcule en tout 144
bornes. Par contre, comme le calcul d’une seule borne de Cohn

et Barnhart prend beaucoup moins de temps, notre méthode

n’est pas compétitive pour des petites dimensions. Cependant,

à partir d’une dimension de n = 50, notre méthode trouve

l’optimum plus vite à cause d’un nombre de bornes supérieures

calculées beaucoup moins important (voir [3]).

Dans le cas du ECKP , l’avantage de l’utilisation d’un

algorithme Arrow-Hurwicz pour calculer les bornes est le

besoin de mémoire qui est moins important comparé avec

l’algorithme SOCP de Boyd et al.. Par contre, comme les

solutions des problèmes relaxés obtenues par l’algorithme

Arrow-Hurwicz sont souvent un peu moins bonnes que celles

obtenues avec l’algorithme SOCP , il y a des cas (surtout

pour des instances à partir d’une dimension de n = 50)

où l’algorithme branch-and-bound ne trouve pas la solution

obtimale car un sous-arbre important a été coupé à tort.

V. CONCLUSION

Dans cet article, nous résolvons deux variantes différentes

du problème du sac-à-dos stochastique relaxé. Pour ceci, trois

méthodes de résolution différentes sont proposées. Comme

deux de ces méthodes sont de type gradient stochastique,

deux estimations du gradient d’une fonction indicatrice sont

calculées.

Les problèmes combinatoires correspondants peuvent, par

exemple, être résolus par une méthode de branch-and-

bound qui utilise les solutions des relaxations comme bornes

supérieures (cf. [3]).

Les résultats numériques ont montrés que les deux algo-

rithmes du type gradient stochastique convergent plus robuste-

ment quand on utilise des gradients obtenus par Approxima-

tion par convolution (et non par Intégration par parties).

En ce qui concerne la résolution des problèmes combina-

toires, nos méthodes pour fournir des bornes supérieurs dans

un algorithme branch-and-bound sont le plus adaptées aux

problèmes de grandes tailles : d’un côté, le calcul d’une seule

borne exige beaucoup de temps mais, d’un autre côté, les

bornes sont très bonnes ce qui résulte en un nombre de bornes

calculées beaucoup moins important.
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XI, Laboratoire de Recherche en Informatique, Orsay, France, Tech. Rep.
1505, november 2008.

[4] L. Andrieu, “Optimization sous contrainte en probabilité,” Ph.D. disser-
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